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. Soit X une surface complexe projective et lisse et L un fibré inversible sur X. Soit n un entier positif. 

, On note T = x'"' le schéma de Hilbert qui paramètre les sous-schémas de X de longueur n. Il est lisse 

^ I et projectif de dimension 2n ( |Foga| ) . 

' On considère la variété d'incidence Z C T x X des points {(,,x) qui vérifient x G supp.^. 

^ ' On note 7r,p les projections 

s' 

On définit L = ir^{p*L). C'est un faisceau localement libre de rang n sur T. 
On considère le produit fibré (Z/T)'^ au-dessus de T. On note encore 7r,p les projections 

X 

C^' {Z/T)>'^-^X' 



(1) 



(2) 



T. 

Le morphisme tt : Z — > T étant fini et plat, la formule de changement de base montre que 

On obtient le morphisme 

H°(X,L)^'= = H°(X^L^'=) ^H°((Z/^)^/L^'=) = H°(r,^,/(L^'^)) =H°(r,(L'"y=). (3) 

Le groupe symétrique &k agit sur les schémas X^, (Z/T)'' et sur les faisceaux L^^, (l'"')®'^. Le mor- 
phisme © est équivariant. 
Le but de cet article est de démontrer : 
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Théorème 1 Si n > k > alors le morphisme ^ 

est un isomorphisme de Qt-représentations. 
Corollaire 2 Si n > k > alors 

HO(x'"',S*=l'"') ~S*^H0(X,L). 

Preuve du corollaire [21 : 

On considère les invariants par l'action de 6^ dans l'isomorphisme du théorème ^ ^ 

La remarque El discute la relation entre le corollaire [Set le calcul de l'espace des sections globales du 
fibré déterminant de Donaldson sur l'espace de modules des faisceaux semi-stables sur le plan projectif 
(la formule de Verlinde pour le plan projectif). 

L'idée de la démonstration du théorème ^ consiste dans l'étude des intersections des strates de 
(Z/T)^ obtenues de la stratification canonique de X^. Plus précisément, on considère les partitions 
V = {Vi, • • • , Vm} de l'ensemble {1, • ■ ■ ,k} en parties disjointes : 

{!,■■■, k}= U Vi. 

1=1, ■■■ ,m 

On appelle m la longueur de la partition. La variété X^ est la réunion disjointe des ensembles locale- 
ment fermés 

Ap = {(xi, • • • , Xk) I Xi = Xj s'il existe / avec i, j € Vi} 

paramétrés par les partitions de l'ensemble {!,••• ,A:}. On note gen la partition générique 
{{1}, • • • , {k}}. Il lui correspond l'ouvert X^gn <^ -^^ des points à coordonnées distinctes. Pour étendre 
la stratification de X'^ à [Z/T)^ on utilise : 

Lemme 3 Le schéma {Z/T)^ est réduit. 

Preuve : 

Le morphisme n : Z ^ T est fini et plat. Le schéma Z est de Cohen-Macaulay ( |Eisej . cor. 18.17). 
De même le schéma (Z/T)^ est fini et plat au-dessus du schéma lisse T donc il est de Cohen-Macaulay. 
Le morphisme tt : Z ^ T est lisse au-dessus de l'ouvert T** des schémas qui ont pour support n points 
distincts. Par conséquent le schéma (Z/T)'' est lisse en dehors du fermé tt~^{T \ T**) de codimension 
1. Il est donc réduit. f |Mats| . p.l83)n 

Par le lemme |21 on trouve que (Z/T)^ coïncide avec le fermé des points (Ç, {xi, ■ ■ ■ , x^)) G T x X 
tels que Xi G supp^,Vi. Il résulte que (Z/T)'^ est la réunion des ensembles localement fermés 

Se = {(Ç' (3^1' • • • '^fc)) e T X Av,Xi G suppÇ, Vi}. 

On considère la strate Sgen, non vide d'après l'hypothèse n > k. On note Sge„ sa fermeture dans 
(Z/T)''. Les morphismes 

Sgen ^ [ZiTf ^ X'^ 

induisent les morphismes 

jjO(j^fe^^Kfc) p; HO((Z/^)^p*L^'=) ^ YL^(Sgen.i*p*L^''). (4) 
Le théorème n résulte des deux propositions suivantes : 
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Proposition 4 Le morphisme i*p* est un isomorphisme. 
Proposition 5 Le morphisme i* est injectif. 

La démonstration de ces propositions nécessite un changement de base du schéma de Hilbert T à 
la variété 5* suivante. Soit l'ouvert des points (xi, • ■ ■ ,Xn) € avec au plus deux coordonnées 
Xi,Xj égales. On note D la réunion des diagonales disjointes Dij = {{xi, ■ ■ ■ | Xi = Xj} de X". 
On note l'éclaté de D dans X". Le diviseur exceptionnel E est la réunion disjointe des diviseurs 
Eij correspondant à chaque Dij. Le groupe symétrique &n agit sur B^. Le quotient B^^/Gn s'identifie 
à l'ouvert T^, d T des schémas avec au plus un point double. On note p : B^, ^ X" le morphisme 
d'éclatement et g : S* — > T^, le morphisme quotient. 

On considère une partition V = {Vi, ■ ■ ■ , Vm} de {1, • • • , k}. On choisit un ordre {Vi, • • • , Vm)i et 
pour chaque i € {1, • ' ' ik}, on note l'unique indice tel que i G Viii)- On définit l'application 
ap ■.X'^^X^: 

a-p (xi, ■■■ ,Xn) = (2;<?(i), • • • 
(exemple : lorsque k = 7,Vi = {3,4},P2 = {5},P3 = {1,6, 7}, Va = {2}, 

ap{xi,--- ,Xn) = {x3,Xi,Xi,Xi,X2,X3,X3)) 

On définit l'application associée à la partition ordonnée V : 

hp = {q,a-p o p) : B^ ^ T X X^ . 

Lemme 6 L 'image de l 'application h-p est la fermeture Sp de la strate Sp . L 'application hp induit 
le morphisme injectif : 

H°(S£,p*L^^') Xh°(S,,/i^p*L^'=) = H°(X,lI^iI) ••• ®H°(X,lI^'"I). (5) 

Preuve : 

On rappelle que T** C T est l'ouvert des schémas à support n points distincts. On note i?** = 
q~^{T^^) et St^** C l'ouvert S^^ H 7r~^(r=K^,). Par définition, hp_ (S**) = Sp=K^= et cela suffit pour la 
première affirmation. Par définition on a ap_ o p = po hp_ : B^ — > X^ . Par suite 

Le morphisme p : B^ ^ X" est l'éclatement d'une sous- variété lisse, donc p^^Ob, = Ox^- D'après la 
formule de projection on obtient : 

On a utilisé le fait que X" est un ouvert dont le complémentaire est de codimension > 2 dans X" et 
la formule de Kiinneth. □ 

Preuve de la proposition |1] : 

On considère la suite de morphismes 

73 ^gen Pgen „fc 
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Elle induit la suite de morphismes 

H0(X,L)^'^ = Yi\x\L^^) '-H HO(S,,„,p;,„ L^'^) '-h H0(5„/.*,„ p*^,^ L^^) (6) 
où p*g„ est le morphisme i*p* de l'énoncé. D'après le lemmeElon a 

Il résulte de la définition que la composition de la suite © est l'identité sur ïL^{X, L)®^ . Par conséquent 
/i*e„ est surjectif. Par le lemmeElle morphisme /i*g„ est injectif, donc /i*g„ est un isomorphisme et 

P*gen = i*P* aUSSi. □ 

Preuve de la proposition [S] : 

Soit s une section globale du faisceau p*{L^^) sur (Z/T)'' , qui s'annule sur Sgen- Puisque le schéma 
{Z/T)^ est réduit, il suffit de démontrer que la restriction de la section s à chacune des strates est 
nulle. On va démontrer le résultat par récurrence descendente selon la longueur de la partition 'P_. Le 
pas initial V = gen est tautologique. 

Soit = {Vi, ■ ■ ■ ,Vm} une partition différente de gen. Il existe un ensemble Vi avec \Vi\ > 1. On 
considère une écriture de Vi comme réunion disjointe Vi = V'i U V'î d'ensemble non vides. On note 
^~la partition {Vi, ■ ■ ■ ,Vi-i,V'i,VÏ , ■ ■ ■ ,Vm}- C'est une partition de longueur m + 1. On avait noté 
C T l'ouvert des schémas avec au plus un point double. On note dT^ C le fermé des schémas 
avec exactement un point double. On introduit l'ensemble C-p -pi C T x : 

Cv,Vi = {(Ç, {xi,- ■ ■ ,Xk))\ C G <9T* de point singulier y, (xi, • • • G Ap,Xi G suppÇ,y = Xj, Vj G Vi} 

On a C-p^-pj C S-p. La proposition El résulte des deux lemmes suivants : 
Lemme 7 L 'inclusion j : C-p^-p^ — > S-p induit le morphisme injectif 

HO(Sp,/L^'^) ^ H°(Cp,p,,iV^^^)- 
Lemme 8 L'ensemble C-p^-p^^ est inclus dans l'adhérence Sp~ de la strate Sp~. 

Effectivement, si la restriction de la section globale s à la strate S-p- est nulle, par le lemme |H1 sa 
restriction à l'ensemble Cp^-p^ est nulle et par le lemme |7| sa restriction à la strate S-p est nulle. Ainsi 
on a montré le pas de récurrence de P~à P. □ 

Preuve du lemme [7| : 

Soit î,j deux indices distincts dans Vi, et Eij C -B* le diviseur exceptionnel. On considère un ordre 
sur la partition et la restriction du morphisme hp associé à cet ordre au diviseur Eij. De manière 
analogue à la preuve du lemme El on démontre que /ip {Eij) = Cp^Pi et que le morphisme hp induit 
le morphisme injectif : 

R^{Cp^P^,p*L^'') % H°(E,j-, h*p p*L^^) ~ H°(X, lI^iI) ® • • • ® H°(X, lI^"!). (7) 
Les morphismes (j^l) et (|7|) rentrent dans le diagramme commutatif : 

HO(Sp,p*L^^-) — ^ H0(5„ h*j^ p*L^'') 

L (8) 

HO(Cp,p„p*L^*^) ^ HO(i?,„ h*^p*L^^). 
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Les morphismes horizontaux sont injectifs, d'où la conclusion. □ 
Preuve du lemme |S1 : 

Soit (xÇ, • • • ,x^)) un point de Cp^-pi- Pour Vg partie de la partition V_, on note xp^ la valeur 
pour tout i € Vs (elles sont égales) . Le support du schéma ^ est par définition 

Xp^-\ h + 2xp^ + X-pj^^ H h Xp^ + yi H h Vn-m+l- 

Il existe un germe de courbe lisse Ct sur T^^ tel que Cq = Ç : 

Ct = H h + x[ + x'I + Xp^^^ H h + yi H h Vn-m+l- 

On construit le germe de courbe lisse Dt = {Ct, {x\, ■ ■ ■ , x|)) sur x X'' ainsi : 

- xj = x^ si i £ Vs, s l 

- X* = si z G V'i 

- x\ = x'I si i G P;". 

Le germe Dt est dans S-p-pour t 7^ et il est le point initial pour t = 0. □ 

Remarque 9 On a utilisé l'hypothèse n > k pour pouvoir réduire par le procédé des lemmes [T] et |H1 
toutes les strates Sp C {Z/T)^ à la strate générique S^en = ^{{i},... Cet argument ne fonctionne 
pas quand n < k. Par exemple pour n = 2, A: = 4 les strates "les plus générales" S{{i 2},{3,4}} et 
S{{i,2.3},{4}} ne sont pas réductibles l'une à l'autre par ce procédé. Lorsque n = > 1 on a par 
définition 

HO(x'"',(L'"'f'=) = HO(X,L'=) 

différent de R^{X,L)'^''. 

Remarque 10 Soit A un fibré inversible sur X. Soit S^X le quotient de la variété X^ par l'action 
du groupe symétrique Soit î?^ = {A^^)^" le fibré des invariants du fibré C'est un fibré 

inversible sur S"'X. On note toujours l'image réciproque de par le morphisme de Hilbert-Chow 
HC : x'"' S^X. On a réduit dans |Dlj le calcul de l'espace de sections du fibré déterminant de 
Donaldson sur l'espace de modules de faisceaux semi-stables de rang 2 sur le plan projectif au calcul 
des groupes de cohomologie : 

}i*{x'"\s''L'"'®V^). 

L'argument de cet article ne s'étend pas au calcul de H^(x'"\ S'^l'"' (8) T^n)- Pour simplifier l'exemple 
on prend n = k = 2et'P = {{1, 2}}, Vi = {1, 2} dans le lemmed Le morphisme vertical du diagramme 
dHI) est : 

H°(X, L'^(^A)^ H°(X, A) H°(X, (g) A^) 
qui n'est pas un isomorphisme pour A général. 

Note : Cet article est une généralisation de l'approche de J. Le Potier qui a simplifié de façon 
substantielle mon article original |D3j . 
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posantes irréductibles du schéma symétrique S^{Z/T) = (Z/T)'^ /6k et les calculs de [DT], Je remercie 
J. Le Potier pour la simplification apportée au [D3j et pour nos discussions fructueuses. Durant les 
différentes étapes qui ont mené à cette version je me suis réjouie de l'ambiance amicale de l'Institut 
de Mathématiques de l'Université de Warwick. 
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